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第六章　计数原理

６３　二项式定理

上一节学习了排列数公式和组合数公式，本节我们用它

们解决一个在数学上有着广泛应用的（犪＋犫）狀展开的问题．

６３１! '()*+
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我们知道，

　　　　（犪＋犫）２＝犪２＋２犪犫＋犫２，

（犪＋犫）３＝犪３＋３犪２犫＋３犪犫２＋犫３．

（１）观察以上展开式，分析其运算过程，你能发现什么规律？

（２）根据你发现的规律，你能写出犪＋犫（ ）４的展开式吗？

（３）进一步地，你能写出（犪＋犫）狀的展开式吗？

我们先来分析犪＋犫（ ）２的展开过程．根据多项式乘法法则，

犪＋犫（ ）２＝犪＋犫（ ）犪＋犫（ ）　　　　　　

＝犪犪＋犫（ ）＋犫犪＋犫（ ）

＝犪×犪＋犪×犫＋犫×犪＋犫×犫

＝犪２＋２犪犫＋犫２．

可以看到，犪＋犫（ ）２是２个犪＋犫（ ）相乘，只要从一个犪＋犫（ ）中选一项 （犪或犫），再从另一个

犪＋犫（ ）中选一项 （犪或犫），相乘就得到展开式的一项．于是，由分步乘法计数原理，在合并同类

项之前，犪＋犫（ ）２的展开式共有Ｃ１２×Ｃ１２＝２２项，而且每一项都是犪２－犽犫犽 （犽＝０，１，２）的形式．

下面我们再来分析一下形如犪２－犽犫犽的同类项的个数．

当犽＝０时，犪２－犽犫犽＝犪２，这是由２个犪＋犫（ ）中都不选犫得到的．因此，犪２出现的次

数相当于从２个犪＋犫（ ）中取０个犫 （都取犪）的组合数Ｃ０２，即犪２只有１个．

当犽＝１时，犪２－犽犫犽＝犪犫，这是由１个犪＋犫（ ）中选犪，另１个犪＋犫（ ）中选犫得到的．由

于犫选定后，犪的选法也随之确定，因此，犪犫出现的次数相当于从２个犪＋犫（ ）中取１个犫

的组合数Ｃ１２，即犪犫共有２个．

当犽＝２时，犪２－犽犫犽＝犫２，这是由２个犪＋犫（ ）中都选犫得到的．因此，犫２出现的次数

相当于从２个犪＋犫（ ）中取２个犫的组合数Ｃ２２，即犫２只有１个．

由上述分析可以得到

犪＋犫（ ）２＝Ｃ０２犪２＋Ｃ１２犪犫＋Ｃ２２犫２．
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仿照上述过程，你能利用计数原理，写出（犪＋犫）３，（犪＋犫）４的展开式吗？

从上述对具体问题的分析得到启发，对于任意正整数狀，我们有如下猜想：

（犪＋犫）狀＝Ｃ０狀犪狀＋Ｃ１狀犪狀－１犫１＋…＋Ｃ犽狀犪狀－犽犫犽＋…＋Ｃ狀狀犫狀，狀∈犖． （１）

下面我们对上述猜想的正确性予以说明．

由于 （犪＋犫）狀是狀个 （犪＋犫）相乘，每个 （犪＋犫）在相乘时有两种选择，选犪或犫，

而且每个 （犪＋犫）中的犪或犫都选定后，将它们相乘才能得到展开式的一项．因此，由分

步乘法计数原理可知，在合并同类项之前，（犪＋犫）狀的展开式共有２狀项，其中每一项都是

犪狀－犽犫犽（犽＝０，１，…，狀）的形式．

对于每个犽 （犽＝０，１，２，…，狀），对应的项犪狀－犽犫犽是由 （狀－犽）个 （犪＋犫）中选

犪，另外犽个 （犪＋犫）中选犫得到的．由于犫选定后，犪的选法也随之确定，因此，犪狀－犽犫犽

出现的次数相当于从狀个 （犪＋犫）中取犽个犫的组合数Ｃ犽狀．这样，（犪＋犫）狀的展开式中，

犪狀－犽犫犽共有Ｃ犽狀个，将它们合并同类项，就可以得到上述二项展开式．

公式 （１）叫做二项式定理 （ｂｉｎｏｍｉａｌｔｈｅｏｒｅｍ），右边的多项式叫做（犪＋犫）狀的二项

展开式，其中各项的系数Ｃ犽狀（犽＝０，１，２，…，狀）叫做二项式系数．式中的Ｃ犽狀犪狀－犽犫犽 叫

做二项展开式的通项，用犜犽＋１表示，即通项为展开式的第犽＋１项：

犜犽＋１＝Ｃ
犽
狀犪
狀－犽犫犽．

在二项式定理中，若设犪＝１，犫＝狓，则得到公式：

（１＋狓）狀＝Ｃ０狀＋Ｃ１狀狓＋Ｃ２狀狓２＋…＋Ｃ犽狀狓犽＋…＋Ｃ狀狀狓狀．

例１　求（狓＋１
狓
）６的展开式．

解：根据二项式定理，

（狓＋１
狓
）６＝狓＋狓－１（ ）６

＝Ｃ０６狓
６＋Ｃ１６狓

５狓－１＋Ｃ２６狓
４狓－２＋Ｃ３６狓

３狓－３＋Ｃ４６狓
２狓－４＋Ｃ５６狓

１狓－５＋Ｃ６６狓
－６

　　（１＋２狓）
７的展开式的

第４项的二项式系数是

Ｃ３７＝３５．一个二项展开式

的某一项的二项式系数与

这一项的系数是两个不同

的概念．

＝狓６＋６狓４＋１５狓２＋２０＋１５狓－２＋６狓－４＋狓－６．

例２　 （１）求１＋２狓（ ）７的展开式的第４项的系数；

（２）求（２槡狓－１
槡狓
）
６

的展开式中狓２的系数．

解：（１）１＋２狓（ ）７的展开式的第４项是

　　　犜３＋１＝Ｃ
３
７×１

７－３×（２狓）３

０３
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＝Ｃ３７×２
３狓３＝３５×８×狓３

＝２８０狓３．

因此，展开式第４项的系数是２８０．

（２）（２槡狓－１
槡狓
）
６

的展开式的通项是

Ｃ犽６ ２槡狓（ ）６－犽（－１
槡狓
）
犽

＝（－１）犽２６－犽Ｃ犽６狓３－犽．

根据题意，得

３－犽＝２，

犽＝１．

因此，狓２的系数是

（－１）×２５×Ｃ１６＝－１９２．

��

１．写出狆＋狇（ ）５的展开式．

２．求２犪＋３犫（ ）６的展开式的第３项．

３．写出（３槡狓－ １

２
３

槡狓
）
狀

的展开式的第狉＋１项．

４． 狓－１（ ）１０的展开式的第６项的系数是 （　　）．

（Ａ）Ｃ６１０　　　　 （Ｂ）－Ｃ６１０　　　　 （Ｃ）Ｃ５１０　　　　 （Ｄ）－Ｃ５１０

５．在狓－１（ ）狓－２（ ）狓－３（ ）狓－４（ ）狓－５（ ）的展开式中，含狓４的项的系数是　 　．

６３２! '(),$-./

（犪＋犫）狀的展开式的二项式系数

Ｃ０狀，Ｃ１狀，Ｃ２狀，…，Ｃ犽狀，…，Ｃ狀狀

有很多有趣的性质，而且我们可以从不同角度进行研究．

��

用计算工具计算（犪＋犫）狀的展开式的二项式系数，并填入表６．３１．

表６３１

狀 （犪＋犫）狀的展开式的二项式系数

１

２

１３




