


第七章　复数

７１　复数的概念

在解决求判别式小于０的实系数一元二次方程根的问题

时，一个自然的想法是，能否像引进无理数而把有理数集扩

充到实数集那样，通过引进新的数而使实数集得到扩充，从

而使方程变得可解呢？复数概念的引入与这种想法直接相关．

想一想，这是为什么？
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从方程的角度看，负实数能不能开平方，就是方程

狓２＋犪＝０ （犪＞０）有没有解，进而可以归结为方程狓２＋

１＝０有没有解．
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我们知道，方程狓２＋１＝０在实数集中无解．联系从自然数集到实数集的扩充过

程，你能给出一种方法，适当扩充实数集，使这个方程有解吗？

　　ｉ是数学家欧拉 （Ｌｅ

ｏｎｈａｒｄＥｕｌｅｒ，１７０７—１７８３）

最早引入的，它取自ｉｍａｇ

ｉｎａｒｙ（想象的，假想的）一

词的词头．ｉ２＝ｉ·ｉ．

回顾已有的数集扩充过程，可以看到，每一次扩充都与

实际需求密切相关．例如，为了解决正方形对角线的度量，

以及狓２－２＝０这样的方程在有理数集中无解的问题，人们

把有理数集扩充到了实数集．数集扩充后，在实数集中规定

的加法运算、乘法运算，与原来在有理数集中规定的加法运

算、乘法运算协调一致，并且加法和乘法都满足交换律和结

合律，乘法对加法满足分配律．

依照这种思想，为了解决狓２＋１＝０这样的方程在实数

系中无解的问题，我们设想引入一个新数ｉ，使得狓＝ｉ是方

程狓２＋１＝０的解，即使得ｉ２＝－１．
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把新引进的数ｉ添加到实数集中，我们希望数ｉ和实数之间仍然能像实数那样进

行加法和乘法运算，并希望加法和乘法都满足交换律、结合律，以及乘法对加法满足

分配律．那么，实数系经过扩充后，得到的新数系由哪些数组成呢？
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依照以上设想，把实数犫与ｉ相乘，结果记作犫ｉ；把实数犪与犫ｉ相加，结果记作犪＋

犫ｉ．注意到所有实数以及ｉ都可以写成犪＋犫ｉ（犪，犫∈犚）的形式，从而这些数都在扩充后的

新数集中．

我们把形如犪＋犫ｉ（犪，犫∈犚）的数叫做复数 （ｃｏｍｐｌｅｘｎｕｍｂｅｒ），其中ｉ叫做虚数单

位 （ｉｍａｇｉｎａｒｙｕｎｉｔ）．全体复数构成的集合犆＝犪＋犫ｉ｜犪，犫∈犚｛ ｝叫做复数集 （ｓｅｔｏｆｃｏｍ

ｐｌｅｘｎｕｍｂｅｒｓ）．这样，方程狓２＋１＝０在复数集犆中就有解狓＝ｉ了．

复数通常用字母狕表示，即狕＝犪＋犫ｉ（犪，犫∈犚）．以后不作特殊说明时，复数狕＝犪＋

犫ｉ都有犪，犫∈犚，其中的犪与犫分别叫做复数狕的实部 （ｒｅａｌｐａｒｔ）与虚部 （ｉｍａｇｉｎａｒｙ

ｐａｒｔ）．

在复数集犆＝犪＋犫ｉ｜犪，犫∈犚｛ ｝中任取两个数犪＋犫ｉ，犮＋犱ｉ（犪，犫，犮，犱∈犚），我们

规定：

犪＋犫ｉ与犮＋犱ｉ相等当且仅当犪＝犮且犫＝犱．

对于复数犪＋犫ｉ（犪，犫∈犚），当且仅当犫＝０时，它是实数；当且仅当犪＝犫＝０时，

它是实数０；当犫≠０时，它叫做虚数 （ｉｍａｇｉｎａｒｙｎｕｍｂｅｒ）；当犪＝０且犫≠０时，它叫做

纯虚数．

例如，３＋２ｉ，
１

２
－槡３ｉ，－槡３－

１

２
ｉ，－０．２ｉ都是虚数，它们的实部分别是３，

１

２
，

－槡３，０，虚部分别是２，－槡３，－
１

２
，－０．２，并且其中只有－０．２ｉ是纯虚数．
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复数集犆与实数集犚之间有什么关系？
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���
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　图７．１１

显然，实数集犚是复数集犆的真子集，即犚犆．

这样，复数狕＝犪＋犫ｉ（犪，犫∈犚）可以分类如下：

复数
实数犫＝０（ ），

虚数犫≠０（ ）当犪＝０时为纯虚数（ ）．
烅
烄

烆

复数集、实数集、虚数集、纯虚数集之间的关系，

可用图７．１１表示．

例１　当实数犿取什么值时，复数狕＝犿＋１＋（犿－１）ｉ是下列数？

（１）实数；（２）虚数；（３）纯虚数．

分析：因为犿∈犚，所以犿＋１，犿－１都是实数．由复数狕＝犪＋犫ｉ（犪，犫∈犚）是实

数、虚数和纯虚数的条件可以确定犿的取值．

解：（１）当犿－１＝０，即犿＝１时，复数狕是实数．
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（２）当犿－１≠０，即犿≠１时，复数狕是虚数．

（３）当犿＋１＝０，且犿－１≠０，即犿＝－１时，复数狕是纯虚数．

��

１．说出下列复数的实部和虚部：

－２＋
１

３
ｉ，槡２＋ｉ，

槡２

２
， 槡－３ｉ，ｉ，０．

２．指出下列各数中，哪些是实数，哪些是虚数，哪些是纯虚数．为什么？

２＋
　
槡７，０．６１８，

２

７
ｉ，０，ｉ，５ｉ＋８， 槡３－９２ｉ，ｉ（ 槡１－３），槡 槡２－２ｉ．

３．求满足下列条件的实数狓，狔的值：

（１）（狓＋狔）＋（狔－１）ｉ＝（２狓＋３狔）＋（２狔＋１）ｉ；　 （２）（狓＋狔－３）＋（狓－２）ｉ＝０．

７１２w9$,-xy

我们知道，实数与数轴上的点一一对应，因此实数可以用数轴上的点来表示．复数有

什么几何意义呢？
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根据复数相等的定义，任何一个复数狕＝犪＋犫ｉ都可以由一个有序实数对 （犪，犫）

唯一确定；反之也对．由此你能想到复数的几何表示方法吗？

aO

b

x

y

Z:a+bi

图７．１２

因为任何一个复数狕＝犪＋犫ｉ都可以由一个有序实数对 （犪，

犫）唯一确定，并且任给一个复数也可以唯一确定一个有序实数

对，所以复数狕＝犪＋犫ｉ与有序实数对 （犪，犫）是一一对应的．而

有序实数对 （犪，犫）与平面直角坐标系中的点是一一对应的，所

以复数集与平面直角坐标系中的点集之间可以建立一一对应关系．

如图７．１２，点犣的横坐标是犪，纵坐标是犫，复数狕＝犪＋犫ｉ

可用点犣（犪，犫）表示．这个建立了直角坐标系来表示复数的平面

叫做复平面，狓轴叫做实轴，狔轴叫做虚轴．显然，实轴上的点都

表示实数；除了原点外，虚轴上的点都表示纯虚数．

例如，复平面内的原点 （０，０）表示实数０，实轴上的点

（２，０）表示实数２，虚轴上的点 （０，－１）表示纯虚数－ｉ，点

（－２，３）表示复数－２＋３ｉ等．
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